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UWAGI WSTEPNE!

Statystyka dostarcza metod, za pomoca ktorych mozna weryfikowaé¢ dane empiryczne, tworzy¢
modele matematyczne zjawisk oraz sporzadza¢ rozmaite prognozy.

Nauczanie statystyki powinno stanowi¢ co$ wigcej, niz dostarczanie rutynowych rozwigzan. Powinno
rozszerzy¢ analityczne umiejgtnosci studentdw oraz zwickszy¢ poziom zdrowego sceptycyzmu i rozwingé
innowacyjnos¢.

W szczeg6lnosci statystyka stanowi w nauczaniu studentdw nie tylko zrodto praktycznej wiedzy, ale
powinna spowodowa¢ krytyczne podejs$cie na analizowane problemy. Wywotanie nawyku dowodzenia
twierdzen uwazanych za intuicyjnie oczywiste i ukazanie, ze nie wszystko co pozornie oczywiste jest
prawdziwe stanowi by¢ moze najwazniejszy rezultat studiowania statystyki.

Mozna spotka¢ poglad, by na studiach informatycznych koncentrowa¢ si¢ na metodach i wzorach, a
dowody pomija¢. Pomijajac dowody studenci przyzwyczajaja sie do tego, by bezkrytycznie akceptowaé
czyje$ stwierdzenia i czué si¢ zwolnionym z potrzeby poszukiwania prawdy.

Postep w dostepnosci programdéw komputerowych drastycznie zmienit sposob stosowania metod
statystycznych. Jeszcze dwadziescia lat temu studenci rozwigzywali zadania z programowania liniowego
uzywajac metody simpleks z pomoca recznego kalkulatora. Dzi§ rzadko wymaga sie szczegdlowej
znajomosci metod, nie méwigc o dowodach ich poprawnosci. Wszyscy pozostali uczg si¢ stosowania
moduléw analizy statystycznej oferowanych przez wiele programoéw. Przyktadowo szacowanie
wspoOtczynnikdéw regresji nie wymaga wigcej wysitku niz wybranie ikony na ekranie komputera.

Dostepnos¢ programow wykonujacych skomplikowane obliczenia natychmiast i to bezbtednie
ogromnie przyspieszyla caly proces analizy. W konsekwencji modele, ktore dawniej byty zbyt
skomplikowane by je bada¢, moga by¢ dzi$ rozwigzywane przez badaczy obeznanych z komputerem.

Komputery nie zmienity jednak roli jako narzedzia do rozwinigcia argumentu i wykroczenia poza to,
co wydaje si¢ zgodne ze zdrowym rozsadkiem i/lub polityczng poprawnoscia, nie zmienita si¢. Dostgpnos¢
oprogramowania pomagajacego badaczom stosowa¢ wzory i procedury statystyczne nie umniejsza roli
statystyki jako treningu umystowego.

Nie ulega watpliwosci, ze studenci informatyki powinni uczy¢ si¢ statystyki. Spetnia to podwdjna
role:

e docenienie sity umystu, informatycy pozbawieni takiego treningu moga tatwiej akceptowacé potprawdy i
przeocza¢ braki w logice swoich argumentéw poprzez nauczanie statystyki w odpowiednim tempie, nie
omijajac dowodow 1 przywigzujac wlasciwg uwage do spojnosci calej teorii.

¢ poznanie konkretnych technik pomagajacych zauwaza¢ wzajemne powigzania i wycigga¢ wnioski poprzez
zwracanie uwagi, jakie problemy moga rozwigza¢ przy pomocy danej techniki; wymaga tez, by
przywiazywaé dostateczng uwage do formulowania pytan uzywajac formalnego jezyka. Zaréwno w
przeszto$ci, jak i teraz statystyka bywa niewlasciwie wykorzystywana przez stosowanie wyrafinowanych
technik do kiepsko zidentyfikowanych probleméw.

! Opracowano na podstawie: Tomasz Zylicz Czy nalezy uczy¢ matematyki studentéw ekonomii?, lipiec 2007,
http://coin.wne.uw.edu.pl/tzylicz/matekon.pdf
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1. STATYSTYKA OPISOWA

1.1. Wlasnos¢ 1 sredniej arytmetycznej elementow proby

Wykazaé, ze $rednia arytmetyczna elementow proby (X, X,,..., X, ) spetnia zalezno$¢:
X <X <X

min —

1.2. Wlasnos¢ 2 sredniej arytmetycznej elementow proby

Wykazaé, ze $rednia arytmetyczna elementow proby (X, X,,..., X, ) spetnia zalezno$¢:
n
Z (Xi - Xn) = O
i=1

1.3. Wlasnos¢ 3 Sredniej arytmetycznej elementow proby

Wykazaé, ze $rednia arytmetyczna elementéw proby (X, X,,...,X,) spetnia zaleznos¢

Z (in _Xi) = Z (Xi _in)

X; <Xp X >X,

1.4. Wlasnos¢ 4 sredniej arytmetycznej elementow proby

Wykazaé, ze dla elementow proby (X, X,,..., X, ) wyrazenie

i(xi - C)Z

ma warto$¢ najmniejszg gdy c= X,

1.5. Relacje pomiedzy Srednimi

Wykaza¢ prawdziwos¢ zalezno$ci:

dla n=2

1.6. Wyznaczanie wariancji z préby

Wykazaé, ze wariancj¢ z proby mozna wyznaczy¢ ze wzoru

S N RS Ly WL Pk
nis n 3 N
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2. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

2.1. Dopelnienie sumy zdarzen — 1 prawo de Morgana

Wykazaé, ze dopetnienie sumy zdarzen jest rowne iloczynowi ich dopetnien
(AUB) =A NB (2-1.1)

2.2. Dopelnienie iloczynu zdarzen — 2 prawo de Morgana

Wykazaé, ze dopetnienie iloczynu dwoch zdarzen jest rowne sumie ich dopeinien
(ANB) =A UB (2-2.1)

2.3. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego

Wykazaé, ze prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne zeru

P(@)=0 (2-3.1)

2.4. Monotoniczno$¢ prawdopodobienstwa

Wykazaé, ze jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B, to prawdopodobienstwo zdarzenia A jest nie wigksze
niz prawdopodobienstwo zdarzenia B

AcB=P(A)<P(B) (2-4.1)

2.5. Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

Wykazaé, ze prawdopodobienistwa zdarzenia przeciwnego A jest rowne dopetnieniu do 1
prawdopodobienstwa zdarzenia A

P(A)=1-P(A) (2-5.1)

2.6. Prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen

Wykaza¢, ze prawdopodobiefnstwo sumy dwoch zdarzen jest rowne sumie prawdopodobienstw tych zdarzen
zmniejszonej o prawdopodobienstwo ich iloczynu

P(A U B)=P(A) + P(B) - P(ANB) (2-6.1)

2.7. Niezalezno$¢ zdarzen przeciwnych
Wykazag, ze jezeli zdarzenia A i B sg niezalezne, to A'i B sa rowniez niezalezne

P(ANB) =P(A)-P(B) = P(A nB) =P(A)-P(B) (2-7.1)

2.8. Prawdopodobienstwo calkowite
Jezeli zdarzenia A1, Az,..., Ak o dodatnich prawdopodobienstwach wykluczaja si¢ parami i suma ich jest
zdarzeniem pewnym, to dla dowolnego zdarzenia B zachodzi wzor

P(B) = P(A1)P(B/A1) + P(A2)P(B/A2) + ... + P(A)P(B/AK)= Zk:P(B/Ai) P(A) (2-8.1)

i=1

2.9. Wzor Bayesa

Wykazac¢, ze jezeli zdarzenia A1,Az,...,Ak 0 dodatnich prawdopodobienstwach wykluczajg si¢ parami i suma
ich jest zdarzeniem pewnym, za$ B jest dowolnym zdarzeniem o dodatnim prawdopodobienstwie, to zachodzi
wzOor
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p(A, 1B)= PV PBIA) o1k (2-9.1)
D> P(BI/A)-P(A)

2.10. Wartos¢ oczekiwana iloczynu stalej i zmiennej losowej — jednorodnos¢
Wykazaé, ze

E(aX) = aEX (2-10.1)
gdzie a — stata

2.11. Wartos¢ oczekiwana sumy zmiennych losowych - addytywnos¢

Wykaza¢, ze jesli X 1 Y sg zmiennymi losowymi o tacznej funkcji gestosci f(X, y) - lub

w przypadku zmiennych skokowych o tacznej funkcji prawdopodobiefistwa p(X;,Y;)-woéwczas warto$¢

oczekiwana sumy Z = X + Y jest rowna sumie warto$ci oczekiwanych (jesli one istniejg) zmiennych X iY
E(X+Y)=EX+EY (2-11.1)

2.12. Wartos¢ oczekiwana iloczynu zmiennych losowych

Wykazac, ze jezeli dwie zmienne losowe X 1Y sg niezalezne to warto$¢ oczekiwana ich iloczynu jest
réwna iloczynowi ich warto$ci oczekiwanych, co zapisujemy

E(X-Y)=EX-EY (2-12.1)

2.13. Wariancja sumy niezaleznych zmiennych losowych

Wykazaé, ze jezeli zmienne losowe sg niezalezne, to wariancja ich sumy jest rowna sumie ich wariancji
D*(X+Y)=D*X+D%Y (2-13.1)

2.14. Parametry rozkladu standaryzowanej zmiennej losowej

Wykazag, ze jezeli zmienna losowa X ma warto$¢ oczekiwang EX=m i odchylenie standardowe DX=c >0,
to zmienna standaryzowana Y

Y:X—m
(e}
ma warto$¢ oczekiwang rowng zeru i odchylenie standardowe rowne jeden
EY=0, DY=1
X—-m
X:N(m,0)=Y=——:N(0,1) (2-14.1)
(&)

2.15. Rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach normalnych
Wykazag, ze jezeli X i Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym X: N(myx, ox) 1 Y: N(my, oy) to

ich suma Z = X + Y ma rozktad N(mx+my, G>2( +G§ ).
X:N(m,,c,)Y:N(m,,c,),f,(x,y) =, (x)-f,(y) = X+ Y:N(m, +m,,,[os +c7) (2-15.1)

2.16. Wlasnosci wspolczynnika korelacji
1) Wspotczynnik korelacji spetnia podwdjng nierdwnos$¢:
-1<p<1 (2-16.1)
2) Warunkiem koniecznym i1 wystarczajagcym na to, aby
P(Y=a-X+b)=1gdzie a=0 (2-16.2)
jest
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p° =1 (2-16.3)
co mozna zapisa¢ w postaci
p’=1<P(Y=a-X+b)=1 gdzie a=0 (2-16.4)

2.17. Funkcja regresji drugiego rodzaju
Wykazaé, ze funkcja Y =a- X +Db jest funkcjg regresji 2 rodzaju, tzn. zapewnia minimum wyrazenia
E[Y —(aX—b)]* = min (2-17.1)
jezeli jej wspoOtczynniki sg rowne
é=p& oraz b=m, —p&my
Oy Oy
tzn. ma postac

Y=p2.X+m, —p2m (2-17.2)
(0}

y Gy

2.18. Twierdzenie Lindeberga-Levy’ego

Rozpatrzmy cigg zmiennych losowych {Xn} o ktérych zaktadamy, ze:
1) sa to zmienne niezalezne

2) maja identyczne rozktady

3) maja skonczone wartosci oczekiwane m i skonczone wariancje 2

Wprowadzmy cigg zmiennych losowych {Yn}, gdzie zmienna losowa Y jest sumag

Na podstawie (2-12.1)

EY, =E) X, =Y EX;=> m=n-m
i=1 i=1 i=1
a na podstawie (2-13.1)

D?Y, =D?>Y X; =Y D’X,;=> ¢’ =n-c’
i=1 i=1 i-1
W koncu dokonajmy standaryzacji zmiennej losowej Yn
vV = Y,-n-m

n G\/ﬁ

i 0znaczmy przez {Fn(v)} ciag dystrybuant ciggu zmiennych losowych V.
Twierdzenie Lindeberga-Levy’ego orzeka, ze przy powyzszych zalozeniach mamy

limF, (v) = 24z

Lje
Var 2,
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3. STATYSTYKA MATEMATYCZNA

3.1. Rozklad Sredniej arytmetycznej elementow proby

— 1
Wykaza¢, ze §rednia arytmetyczna elementow proby X = —Z X, gdy Xi: N(m,c) ma rozktad
Nz
S c
X, :N(m,—=)
Jn

(3-1.1)

s 1 c
X:N(mo)= X, ==)> X.:N(m,—=
(m.)= X, =5 2% Nm 70
3.2. Estymator nieobcigzony wartosci oczekiwanej

Wykazaé, ze $rednia arytmetyczna z proby jest estymatorem nieobcigzonym wartosci oczekiwanej cechy
populaciji.

EX =m (3-2.1)

3.3. Estymator najefektywniejszy wartosci oczekiwanej

Wykaza¢, ze $rednia arytmetyczna z proby X jest estymatorem najefektywniejszym warto$ci oczekiwanej
m cechy populacji o rozktadzie N(m,o).

X:N(m,c) = D?X_ —min (3-3.1)

3.4. Obciazonos$¢ wariancji z proby
Wykazaé, ze wariancja z proby S’ jest estymatorem obciazonym wariancji o°cechy populacji.
ES’ =¢° (3-4.1)

3.5. Estymator wartosci oczekiwanej rozkladu normalnego — metoda najwiekszej
wiarogodnosci

Wykaza¢, ze metodg najwiekszej wiarogodnosci otrzymuje si¢ estymator wartosci oczekiwanej cechy X o
rozktadzie N(m,c) w postaci

h==>x (3-5.1)

3.6. Przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej rozkladu normalnego przy znanej

wariancji

Wykazaé, ze przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej rozktadu normalnego ma postaé
S c S c
X,-u,—=, X, +Uu, — (3-6.1)
{ Jn Jn }

gdzie: u, wyznacza si¢ na podstawie dystrybuanty rozktadu normalnego ®@: ®(u,) = l—%

Ostatnia aktualizacja: sobota, 5 marca 2022 16:30 9
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3.7. Weryfikacja hipotezy o ro0wnosci wartosci oczekiwanych cech

0 rozktadach normalnych przy znanych odchyleniach standardowych

Wykaza¢, ze w zadaniu weryfikacji hipotezy o rownosci wartosci oczekiwanych cech o rozktadach
normalnych przy znanych odchyleniach standardowych hipoteze odrzuca si¢ przy spetnieniu nierownosci
P_(n _vn

>k, , gdzie ky Wyznacza si¢ w odpowiedni sposob z tablic rozktadu normalnego.

3.8. Wspolczynnik korelacji Spearmana

Uzasadni¢ posta¢ wzoru na wspotczynnik korelacji Spearmana

L 2
62 (ci—d;)
rg=1-—21 3-8.1
S n(n2 —l) ( )
i dokonac¢ jego analizy.
3.9. Wspolczynnik korelacji punktowo-dwuseryjnej

Uzasadni¢ posta¢ wzoru na wspotczynnik korelacji punktowo-dwuseryjnej

Xp

- X
Ty = S, q\/ﬁ

1 dokonac¢ jego analizy.

3.10. Wyznaczanie wspolczynnikow regresji metoda najmniejszych kwadratéw
Wykazaé, ze metoda najmniejszych kwadratow uzyskuje si¢ nastgpujace wspodtczynniki w rOwnaniu regresji
jednej zmiennej y=a-x+Db

w

a=r2L b=y, -r

el X (3-10.1)
SX

n

U)lU)
<

X

3.11. Wyznaczanie wspolczynnikow regresji metoda najwiekszej wiarogodnosci

Wykaza¢é, ze metoda najwiekszej wiarogodnosci gdy dla kazdego x cecha Y ma rozktad normalny N(ax+b,o),
tzn. gestos¢ zmiennej losowej przy ustalonej wartosci X ma postaé

(y-ax-b)?
e 26?

f(y)=
o 2n
uzyskuje si¢ nastepujace wspotczynniki w rOwnaniu regresji jednej zmiennej y=a-X+Db

b=y,-r

X X

A

a=r

wlm

<

mlm
<

X (3-11.1)
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